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Створено комп’ютерну імітаційну модель 
дослідження режимів динамічної наванта­
женості механічних коливальних систем. 
Розроблена модель орієнтована на досліджен­
ня динаміки одноступінчастої евольвентної 
зубчастої передачі, за умови дії зовнішньо­
го зусилля змінного характеру. Комп’ютерна 
модель реалізована засобами моделюючого 
середовища MATLAB­Simulink, з використан­
ням принципів електронного моделювання. На 
основі результатів моделювання отримано 
оцінку динамічних зусиль у вузлах зубчастої 
передачі, залежно від виду функції наванта­
женості
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Создана компьютерная имитационная мо­
дель исследования режимов динамической 
нагруженности механических колебательных 
систем. Разработанная модель ориентиро­
вана на исследование динамики одноступен­
чатой эвольвентной зубчатой передачи, при 
условии воздействия внешнего усилия пере­
менного характера. Компьютерная модель 
реализована средствами моделирующей сре­
ды MATLAB­Simulink с использованием прин­
ципов электронного моделирования. На основе 
результатов моделирования получена оценка 
динамических усилий в узлах зубчатой пере­
дачи, в зависимости от вида функции нагру­
женности
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Однією з найбільш складних механічних систем, що 
широко застосовуються у машинобудуванні та прила-
добудуванні, є різного типу редуктори. Призначення 
таких механічних пристроїв може бути різним, в залеж-
ності від виду задач їх застосування. Найпоширенішими 
у використанні є редуктори з зубчастим зачепленням, 
які можна вважати типовими вузлами механізмів [1]. 
Основним і найбільш відповідальним елементом кон-
струкції зубчастої передачі є кінематична пара з ділян-
ками валів, що обертаються на опорах. Маси на опорах 
можуть розглядатись як зосереджені або розподілені, 
і мати різне функціональне призначення, в залежності 
від типу зубчастої передачі. Рівень коливань валів та 
динамічні зусилля на їх опорах значною мірою вплива-
ють на основні параметри роботи зубчастих передач – 
точність, динамічну навантаженість, ресурс, продуктив-
ність, надійність, тощо [2].
Поглиблене дослідження динаміки зубчастих передач 
передбачає розгляд впливу різноманітних факторів на 
динамічну навантаженість і коливальний процес у рам-
ках внутрішньої і зовнішньої динаміки. Дослідження 
динамічних процесів, з метою спрощення, в основному 
пов’язане з розглядом динаміки одноступінчастих пере-
дач. Як у випадку одноступінчастих, так і багатоступін-
частих передач, знання реакції окремої ланки на змінне 
навантаження є визначальним для динамічного аналізу 
усієї механічної системи. Зубчаста передача, як складна 
механічна коливальна система, містить велику кількість 
різноманітних конструктивних елементів. Реакція кож-
ного з них на вплив динамічного навантаження суттєво 
відрізняється. Схеми динаміки механічних коливальних 
систем, у класичній постановці, складаються з типових 
ланок, які, з точки зору їх реакції на вібраційні та ударні 
впливи, можна подати у вигляді системи інерційних мас, 
пружин та демпферів [3]. Еквівалентну механічну ко-
ливальну систему можна подати у вигляді демпфованої 
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лінійної пружномасової системи [4]. Достовірну інфор-
мацію про реальні динамічні процеси у коливальній 
системі, що знаходиться під дією змінного навантаження, 
можна отримати на основі математичного моделювання 
і пов’язаного з ним комп’ютерного експерименту [5, 6].
Важливим етапом дослідження режимів динамічної 
навантаженості зубчастої передачі, як механічної коли-
вальної системи, є аналіз динамічних явищ та розгляд 
процесів, пов’язаних з накидом та скидом навантажен-
ня. Типовими режимами накиду і скиду навантаження, 
наприклад для металорізального верстату, є режими 
врізання та виходу інструмента, для прокатного стану – 
захват заготовки валками [7], тощо. Аналіз умов роботи 
зубчастих передач, що використовуються, наприклад, 
у прокатному виробництві, показує, що не дивлячись 
на певні особливості експлуатації (залежно від виду 
конкретного обладнання), вони характеризуються ви-
сокими навантаженнями зі значною динамічною скла-
довою [7].
Таким чином, можна зробити висновок, що дослі-
дження режимів динамічної навантаженості механічних 
коливальних систем класу зубчастих передач дає мож-
ливість здійснити оцінку динамічних зусиль в елементах 
їх конструкції і є важливою науково-технічною задачею. 
Це обумовлює актуальність розробки та впровадження у 
широку дослідницьку практику відповідних імітаційних 
комп’ютерних моделей на основі використання сучасних 
моделюючих середовищ, зокрема MATLAB-Simulink.
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми
Розробка комп’ютерних моделей дослідження впливу 
зміни навантаження на динаміку коливань у зубчастій 
передачі вимагає врахування сучасних тенденцій розвит-
ку засобів комп’ютерного моделювання, їх специфічних 
особ ливостей та класифікації елементів зубчастих пере-
дач за частотним діапазоном їх коливань. Для розкриття 
фізичної сутності протікання динамічних процесів і от-
римання даних про режими динамічного навантаження 
зубчастої передачі використовують різні підходи, що ба-
зуються на розробці і дослідженні математичних моделей 
дискретних і неперервних систем [8]. Моделюванню ди-
намічних процесів у механічних коливальних системах та 
пружних середовищах присвячено ряд публікацій [9–15].
У роботі [9] для визначення динамічних зусиль у ро-
торній системі створено аналітичну модель на основі 
методу кінцевих елементів у поєднанні з методом най-
менших квадратів. У роботі [10] розглядається задача 
динаміки для пружних середовищ, при цьому динамічні 
коефіцієнти інтенсивності напружень обчислюються як 
функцїї частоти навантаженості. Робота [11] присвяче-
на комп’ютерному моделюванню механіки руйнування 
конструкцій під дією динамічних зусиль, на основі про-
гнозування характеристик міцності її деталей. Об’ємне 
комп’ютерне моделювання одноосного динамічного зу-
силля на пружний матеріал розглядається у роботі [12]. 
Як обчислювальний метод при цьому використовується 
клітковий автомат. У роботі [13] запропоновано підхід 
до реалізації моделей пружності неоднорідних матеріа-
лів, у рамках методу дискретних елементів, у поєднан-
ні з клітковим автоматом. Робота [14] присвячена роз-
робці схеми реалізації віброударної системи з однією 
пласкою пружиною та локально зосередженими масами. 
Як розв’язок динамічної задачі отримано співвідношен-
ня між кінематичними характеристиками і параметрами 
напруженого стану коливальної системи. У роботі [15] 
провадиться математичне моделювання динамічної систе-
ми «маятник-візок». Отримана модель дозволяє проводи-
ти широкий нелінійний аналіз системи на основі відгуку, 
що містить у собі динамічні переходи, біфуркацію та хаос.
Аналізуючи особливості кожного з досліджень, мож-
на зробити висновок, що слабко розвинутим напрямом 
в ефективному дослідженні динаміки зубчастих передач, 
з врахуванням впливу зовнішніх факторів на динамічну 
навантаженість і коливальний процес, є недостатній рі-
вень впровадження комп’ютерних моделей, які б врахову-
вали лінійні та радіальні коливання елементів зубчастої 
передачі у трьох площинах.
3. мета і задачі дослідження
Метою даної роботи є створення інформаційної тех-
нології дослідження динаміки механічної коливальної 
системи класу евольвентних зубчастих передач, у режимі 
періодичної зміни навантаженості.
Для досягнення поставленої мети необхідно вирішити 
ряд задач, зокрема: 
– на основі математичної моделі динаміки зубчастої 
передачі [16], яка складається з 14-ти лінійних диферен-
ціальних рівнянь 2-го порядку, що описують поздовж-
ньо-поперечні та радіальні коливання її елементів у різ-
них площинах, необхідно розробити комп’ютерну модель, 
яка б забезпечувала візуальне спостереження реакції на 
зовнішнє навантаження змінного характеру наступних 
коливань досліджуваної механічної системи:
  – j, j1, j2, j3 – крутильниx (радіальних) коливань 
зубчастих коліс та ділянок валів двигун-зубчасте колесо, 
та зубчасте колесо-привідний механізм відповідно,
  – ψy1, ψz1, ψy2, ψz2 – радіальних коливань шестерень 
навколо осей y та z,
  – x1, x2, y1, y2 – поздовжніх коливань валів по осях 
x та y;
– створювана комп’ютерна модель повинна забезпе-
чувати можливість врахування основних масо-інерцій-
них та жорсткісних параметрів зубчастої передачі, та їх 
зміни у межах визначених умовами експерименту;
– результати моделювання повинні відображатись 
у вигляді суміщених осцилограм функцій зовнішньої на-
вантаженості та реакції відповідного елемента зубчастої 
передачі. Візуалізовані результати моделювання повинні 
надавати можливість визначати залежність амплітуди 
коливань будь-якого з елементів зубчастої передачі від 
виду функції навантаження та співвідношення періодів 
дії навантаження і обертання валу.
4. розробка комп’ютерної моделі та методика 
проведення експериментальних досліджень
З точки зору завантаженості зубчастої передачі, накид 
навантаження являє собою режим перевантаження тієї чи 
іншої інтенсивності, який за певних умов може призвес-
ти до перенапруження ланок механічної системи [17]. 
Аналогічні явища виникають при скиданні навантажен-
ня (наприклад, при виході інструменту, виході металу з вал-
ків, тощо), що обумовлено інерційними  властивостями 
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механічної системи [17]. Момент завантаженості, дію-
чий на вихідному валу (робочому органі), може бути 
записаний [17] у вигляді M t t MC c( ) ( )= η 0,  де Mc0  – зна-
чення моменту завантаженості в усталеному режи-
мі (після накиду або перед скиданням навантаження); 
η(t) – функціо нальний множник. Як функціональний 
множник було обрано найбільш типові випадки заванта-
женості – «прямокутник», та «пилкоподібний» (рис. 1, 2), 








У даному дослідженні відображаються ті особливос-
ті роботи механізму, які проявляються при врахуванні 
пружності ланок. Накид характеризується наростанням 
у часі навантаження, прикладеного до вихідної ланки, 
і пов’язаним з ним деформуванням привідного меха-
нізму. При цьому відбувається зміна швидкості обер-
тання вихідної ланки, що у свою чергу здійснює вплив 
на якість реалізації технологічного процесу. Необхідно 
відмітити, що розгляд режиму накиду навантаження на 
основі лінійної системи рівнянь припустимий, якщо не-
лінійні властивості ланок не проявляються. Якщо меха-
нічна система містить суттєво нелінійні ланки, то аналіз 
режимів накиду навантаження у лінійній постановці дає 
змогу оцінити динамічні властивості механічної систе-
ми лише у початковому наближенні [17]. Для режиму 
скиду навантаження, нелінійні властивості механізму 
проявляються у більшій мірі, що необхідно враховувати 
при проектуванні. У нашому випадку, при дослідженні 
динамічних процесів усі ланки механічної системи лі-
неаризовані, тому динаміку процесу слід розглядати як 
лінійну.
Для створення комп’ютерної моделі дослідження 
режимів динамічного навантаження зубчастої передачі, 
враховуючи специфіку досліджень, перевагу було на-
дано принципам аналогового (електронного) моделю-
вання [18]. Перевагою цього способу моделювання по-
рівняно з програмним способом, слід вважати такі його 
особливості як висока швидкодія, простота набору задачі, 
повна власна безінерційність розв’язуючих елементів, 
практична відсутність впливу власних характеристик 
розв’язуючих елементів моделі на результати досліджень, 
можливість відтворювати типові нелінійності та кусково- 
лінійнi апроксимації складних нелінійних залежнос-
тей [18]. Використовуючи прийоми реалізації принципів 
аналогового моделювання викладені у [19, 20], засо-
бами середовища MATLAB-Simulink розроблено іміта-
ційну модель розв’язування системи диференціальних 
рівнянь [16], на якій безпосередньо проводились дослі-
дження режимів динамічного навантаження зубчастої 
передачі. Комп’ютерна імітаційна модель створювалась 
на основі попередньо розробленої структурної схеми мо-
делювання з використанням методики, викладеної у [21], 
і зображена на рис. 3.
Як видно з рис. 3, імітаційна модель складається 
з субблоків, кількість яких відповідає кількості диферен-
ціальних рівнянь математичної моделі зубчастої переда-
чі [16]. Кожен субблок реалізує розв’язок відповідного 
йому диференціального рівняння системи і має внутріш-
ню структуру, яка визначається виглядом відповідного 
йому диференціального рівняння.
Приклад внутрішньої структури одного з субблоків 
імітаційної моделі, який на основі заданих 12-ти вхідних 
параметрів механічної системи розв’язує диференціальне 
рівняння радіальних коливань першого зубчастого коле-
са навколо осі z, наведено на рис. 4.
Як видно з рис. 4, структурна схема субблоку містить 
у своєму складі набір типових операційних блоків – сума-
тори, інтегратори, блоки перемноження, тощо, структура 
з’єднання яких між собою визначається відповідним рів-
нянням математичної моделі [16].
Взаємозв’язки між субблоками Simulink-моделі ви-
значаються, у свою чергу, взаємозв’язками між рів-
няннями, тобто структурою системи диференціальних 
рівнянь математичної моделі, і наочно відображені у ви-
гляді графа взаємозв’язків між рівняннями та змінни-
ми у [16].
Для відтворення графіку накиду навантаження на ро-
бочий орган було створено генеруючий функціональний 
пристрій, структурна схема якого зображена на рис. 5.
Як видно з рис. 5, до складу функціонального при-
строю входять генератори сигналів різних форм (G1-G14) 
з набору засобів моделюючого середовища MATLAB-
Simulink; підсилювальні блоки (U1-U14), з можливістю 
встановлення довільного коефіцієнту передачі; комута-
ційні ключі (K1-K14), що забезпечують заданий склад 
генераторів, підключених до суматора; суматор (Σ), що 
забезпечує отримання зваженої суми сигналів генера-
торів у відповідності зі встановленими коефіцієнтами 
підсилювачів (U1-U14).
До генеруючої частини пристрою входять генератори 
сигналів таких форм: G1 – синусоїда, G2 – прямокут-
ник, G3 – пилкоподібний, G4 – трикутник, G5 – лінійно 
зростаючий, G6 – зворотньо-пилкоподібний, G7 – функ-
ціональний комбінований генератор, G8 – випадковий 
дискретний сигнал, G9 – випадковий аналоговий сиг-
нал, G10 – ступінчасто наростаючий сигнал. Сигнали 
підключених до суматора генераторів, перетворюються 
у сумарний сигнал η(t), що діє на виході суматора, і далі 
подається на вхід моделюючого пристрою як змінна 
величина М3. Можливість довільної комутації сигналів 
та задання довільних вагових коефіцієнтів підсилюва-
чів, забезпечує отримання сумарної навантажувальної 
функції η(t), будь-якої заданої форми. Вигляд створеного 
засобами MATLAB-Simulink блоку генерування функ-
цій на основі методики [22, 23] та приклади осцилограм 
згенерованих за його допомогою функцій зовнішнього 
навантаження наведені на рис. 6, 7.
На рис. 8 наведено загальну спрощену схему модель-
ного експерименту з дослідження режимів динамічного 
навантаження зубчастої передачі.
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Рис.	3.	Simulink-модeль	дослідження	режимів	динамічного	навантаження	механічної	коливальної	системи	класу	зубчастих	передач
Рис.	4.	Схема	субблоку	відтворення	функції	радіальних	коливань	ψz1
Производственно-технологические системы: на заметку конструктору
Вхідними величинами, що впливають на 
розв’язок (рис. 8), є: М – крутний момент при-
відного двигуна, М3 – момент навантаження, 
m C Ji i i,.., ,.. .. – вектор узагальнених координат, 
до складу якого входять інерційно-пружні, демп-
фуючі, та ряд інших параметрів схеми динамі-
ки зубчастої передачі. У якості М3 використо-
вувались навантажувальні функції, вигляд та 
параметри яких описані раніше (рис. 1, 2). Ви-
хідною величиною для спостереження було 
обрано поперечні коливання вихідного валу 
у горизонтальній площині – y2.
У модельному експерименті досліджува-
лась одноступінчаста циліндрична косозуба 
евольвентна зубчаста передача стандартно-
го типу Ц1У-100, з передавальним числом 
z = 2,22, номінальним крутним моментом на 
валу 315 Нм, шириной коліс 10 мм, кутом за-
чепления α = 20°. Числові значення основних 
інерційно-пружних, демпфуючих, конструк-
ційних, геометричних та динамічних парамет-







Модуль зуба m = 2,5 мм
Числа зубців коліс Z1 = 49, Z2 = 109
Радіуси ділильних кіл rb1 = 0,0612 м; rb2 = 0,1362 м
Маси зубчастих коліс M1 = 8 кг; M2 = 20,305 кг
Моменти інерції зуб-
частих коліс відносно 
осі Х
Jx1 = 0,1539 кг ⋅ м2; 
Jx2 = 0,1919 кг ⋅ м2
Моменти інерції зуб-
частих коліс відносно 
осі Y
JY1 = 0,1196 кг ⋅ м2; 
JY2 = 0,1081 кг ⋅ м2
Моменти інерції зуб-
частих коліс відносно 
осі Z
JZ1 = 0,1196 кг ⋅ м2; 
JZ2 = 0,1081 кг ⋅ м2
Момент інерції наван-
таження
J = 0,5 кг ⋅ м2
Комп’ютерний експеримент з моделювання 
динамічних процесів у досліджуваній зубчастій 
передачі полягав у тому, що задавшись число-
вими значеннями параметрів моделі (табл. 1), 
що позначені на імітаційній моделі (рис. 3), 
на вихідний вал механізму подається змін-
не навантаження (накид-скид), яке відповідає 
змінній М3. Одночасно діє змінна величина М, 
що імітує частоту обертання вхідного валу (f). 
Величина М відтворювалась гармонічною си-
нусоїдальною функцією, період якої (T = 1/f) 
відповідає періоду обертання вхідного валу, 
а амплітуда (А = Мтах) – максимальному мо-
менту на валу привідного двигуна. Змінюючи 
період обертання вхідного валу (Тоб) у межах 
від 0,5Тн до 1,25Тн, де Тн – період функції, що 
відтворює змінне зовнішнє навантаження на 
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Резонансні характеристики поперечних коливань 
валу (у2) для прямокутного та пилкоподібного характе-




















Як видно з рис. 10, резонансні характеристики отри-
мані шляхом зміни значення періоду обертання вихідно-
го валу зубчастої передачі (Тоб), відносно періодичності 
дії зовнішнього навантаження (Тн). Кожен з графіків 
відображає залежність відношення амплітуди коливань 
вихідного валу (АY2), до амплітуди моменту зовнішнього 
навантаження (Ан), від співвідношення (Тоб/Тн) у межах 
від 0,5 до 1,5, для прямокутної і пилкоподібної функцій 
навантаження відповідно.
5. обговорення результатів розробки імітаційної 
Simulink-моделі
Створена імітаційна Simulink-модель є універсаль-
ною, і може бути застосована для дослідження режимів 
динамічної навантаженості одноступінчастої зубчастої 
передачі будь-якого типу. Перевагою отриманої імітацій-
ної моделі порівняно з програмним способом моделюван-
ня є можливість отримання, візуального спостереження 
та збереження осцилограм будь-якого з 14-ти коливань, 
що описуються рівняннями математичної моделі. Отри-
мані в ході експерименту осцилограми коливань мають 
велику діагностичну цінність, оскільки об’єктивно відо-
бражають динамічний режим роботи механічної коли-
вальної системи та залежність динамічних зусиль на її 
вузлах від форми зовнішнього навантаження і співвідно-
шення періодів обертання валу та зовнішнього наванта-
ження. Недоліком розробленої комп’ютерної моделі слід 
вважати відносну громіздкість, складність структури, та 
неможливість самостійного використання, без наявності 
моделюючого середовища. До недоліків також можна 
віднести необхідність зміни структури при налаштуванні 
на інший тип задач.
Запропонована комп’ютерна модель являє собою 
подальший розвиток раніше створеного програмного 
комплексу DINAMIKA, призначеного для аналізу коли-
вальних процесів механічних систем, без врахування 
зовнішньої динаміки. Подальше удосконалення розроб-
леної моделі передбачається здійснювати у напрямі за-
стосування блоків розв’язку диференціальних рівнянь 
осцилографа (Y2) імітаційної моделі (рис. 3), фіксується 
осцилограма коливань вихідного валу у2.
Осцилограми коливань вихідного валу, суміщені 
з функціями зовнішнього навантаження при різних спів-
відношеннях періоду обертання вихідного валу і періо-
ду дії навантаження, для випадків навантаження типу 
«прямокутник» та «пилкоподібний» наведені на рис. 9, 
де Ау2 – амплітуда коливань вихідного валу, Ан – ампліту-









Числові значення відношення амплітуди коливань 
вихідного валу до амплітуди моменту зовнішнього наван-
таження (Ау2/Ан), при різних співвідношеннях періодів 
обертання валу та дії навантаження (Тоб/Тн), зведені до 
табл. 2. Осцилограми а–г відповідають навантаженню 
типу «прямокутник», д–з – пилкоподібному. Період дії 
функцій зовнішньго навантаження для обох випадків 






















Тоб/Тн 0,5 0,75 1 1,25 0,5 0,75 1 1,25
Ау2/Ан 0,42 0,94 1,48 1,26 0,082 0,94 2,5 0,12
Производственно-технологические системы: на заметку конструктору
у частинних похідних, для динамічного аналізу розподі-
лених систем, та використання засобів нейромережевого 
моделювання.
6. висновки
1. Розроблено імітаційну комп’ютерну модель дослі-
дження динаміки навантаженості механічних коливаль-
них систем класу зубчастих передач, яка забезпечує от-
римання результатів моделювання динамічних режимів 
роботи механічної коливальної системи, відповідно до 
заданих основних її масо-інерційних, жорсткісних та дем-
пфуючих параметрів.
2. Результати моделювання відображаються у вигляді 
суміщених осцилограм дії функції зовнішнього наванта-
ження та реакції елементів зубчастої передачі, коливання 
яких описуються рівняннями математичної моделі [16]. 
Аналізуючи отримані осцилограми можна зробити такі 
висновки:
– для навантаження типу «прямокутник», амплітуда 
поперечних коливань вихідного валу залежить від спів-
відношення періодів обертання та навантаження (Тоб/Тн), 
і максимального свого значення досягає у резонансному 
режимі при їх співвідношенні Тоб/Тн = 1 (рис. 10). Як вид-
но з рис. 9, в, у резонансному режимі для «прямокутника» 
амплітуда згинального моменту валу перевищує ампліту-
ду моменту що діє у навантаженні приблизно у 1,48 разів;
– для навантаження пилкоподібної форми спостері-
гається така ж закономірність залежності амплітуди по-
перечних коливань валу від співвідношення відповідних 
періодів, але, як видно з осцилограми (рис. 9, є), значення 
максимального згинального моменту, що діє на ділянці 
валу у резонансному режимі, перевищує навантаження 
приблизно у 2,5 рази;
– характер осцилограм для навантаження типу «пил-
ка», вказує на те, що на лінійній ділянці зростання момен-
ту навантаження, підвищення амплітуди коливань валу 
не спостерігається. Різкий стрибок амплітуди коливань 
відбувається у момент скиду навантаження (рис. 9, ж);
– характер резонансу для пилкоподібного наванта-
ження має більш стрімкий вигляд, порівняно з «прямо-
кутником», зокрема, амплітуда динамічного навантажен-
ня на вал для пилкоподібного навантаження приблизно 
у 1,4 рази перевищує це значення для «прямокутни-
ка» (рис. 10). 
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